
Exercise I chasse du diagramue
a2 q a4G1

A1rightarrowA2rightarrowA3rightarrowA4rightarrowA3downarrowt5f leftlfloorfyrightrfloorfxbotfbackslash

B1rightarrowB3rightarrowBrightarrowB4rightarrowB5b4 b3b2b1
a2leftx2right1 x11a1leftx1rightx7negx3rightarrowa3lefta3right0
01 t

f1leftx2right1y1

Soit x3kerleftf3rightAlorsf4cdotC3leftx3rightb3circf3leftx3rightb3left0right0
luisque f4 est injentif on obtient G3leftx3right0
Done X3inkerleftG3rightImlefta2right Soit x2inA29 C2leftlambda2rightX3
Alors k2circf2leftx2rightf3circa2leftx2rightf3leftx3right0
Done f2leftx2rightfcerleftb2rightImleftb1right Soit y1inB1qb1lefty1rightf2leftx2right
Puique f estsurjeefif.nl exist x1inA1qf1leftx1righty1
Alors on a f1cdota1leftx1rightb10f1leftx1rightb1lefty1rightdelta7leftx1right
Puisque f1 est igeetif cala impliqu a1leftx1rightx2

Done x3G1leftx1rightG10G1leftx1right0 Comme a1cdota10

2 Par la meine methods que i

3 Corollain directde D et 12

Application leftXAright et leftTBright ineluiseatdeaxsuitesexaeteslougu.es
dlhomolag.ie relative L'applicatn f mduit un morphisms entre
cos deux suites



HnlAiM Hnlxina Hnlx.AM HnelAiMl

Hntlxiaalfitlfhkft
fxfstfofxtltln.l.ff.HnlBiml

HnlY.IM HnYBila HnilBin HntYim

Puisque fix Y et flA A B sont equivalencesdhomotopie.lesmorphisuesfi.fr
fx fs sont Bomorphisms

Done par 3
lemme des ang

fsestaussiunBomorphi.ae

EXtai.cn dnt indent
an n 7dymi.cn 者 Cni ㄢm

An o n_n 2noani Idymz 0

2 On a une suite exaetecouit.de 卫 modules

o 卫 卫 hz o

Puisqe Cn est un 卫 module libre on a Cn三卫
I
pourcertain

ensemble I Along Can 者 E
I
et la suite

o Cn心 Can Gn ymz 0

deviant

o 卫
2 心 已

7 不
7

o

Elle estexaetecarelleestunesomuedireetedesuote.sexaetes

courts



timesm
0rightarrowmathbbZrightarrowmathbbZrightarrowmathbbZmmathbbZrightarrow0

Dans les suites exaet.es courts
xm 0rightarrowCnrightarrowCnrightarrowCnotimesmathbbZmmathbbZrightarrow0forallninmathbbZ

Or peat verifies que les morphismescouuunteutc.ve les

dféreutiella an de C et partialn de CotimesnicefracmathbbZmmathbbZ
Done on obtienwesuiteexaetecourtedeconplex.es

0rightarrowCfracxmrightarrowCrightarrownicefracCmin0rightarrow0
3 On considereda suite exaete lougm associés

overlinea la suite exaete

courte Ci deesns.etouobtieut

HnleftCrightrightarrowHnleftCrightrightarrowHnleftCmCrightrightarrowSHn1leftCrightrightarrowHn1leftCright
lemorphisuneinduitpar

xmc.ee niuean de C
induitlamorphi.me xm

aenu.vean de

homologue.Duisqe
kerleftHn1leftC3rightrightarrowxmHnleftC7rightrightHn1leftC5rightleftmright
CokerleftHnleftCrightfractimesmHnleftCtrightrightnicefracHnleftCrightmHnleftCrightHnleftCrightotimesnicefracmathbbZmmathbbZ

da suite exaetelougue iupliquelesuteexaetecourtesi.noante

0rightarrowHnleftCrightotimesmathbbZmmathbbZrightarrowHnleftCotimesmathbbZmmathbbZrightrightarrowHn1leftCrightTmrightarrow0 angles



辇
our F fini on monte que F Q 0

En fait pour txcF Onehit 4 Ini
Si y est ijeetif alors 卫 In y E FcelacontditlefuitudedeFDoncynlestpasiigentf.Soitrey.alo.rs

rx 4 r 0

Par consequent on a

告 器 前 0 E F Q

Pusqe I Qestengendréparēlémeuts
de le forne n ave

XEF et n E卫so on a F Q 0

Ilnlestpasdoffialedevenfierq.eu
卫

QEQet.IMN Q E M Q IN Q M N2 modules

Done on obtient

M Q 12
5 F Q 2 8 F E

2 Soit ME db categoriedesgpsabelianszcategonedea
modul.es

On défnt an product salaere sur M Q par

入 α 二品
ou p.g satisftqueqeao.PE卫 et 号 入

Onpeatvenfierquecetproduitsealaireestbiendefini.Cest.ci_die
il nependpas du choix de pet q



On verifier que M Q est an Q espace uéctoriel

Soient α β f M Ch et suit 入 If Q ave PE卫 9 卫

Par definition idexistex.ge F et min E卫so tq α 去 β 兵
clestlastr.degpsurMQQinduiteperaellesurnno.nobent

α 入β 会 器
上
qnxgtpmy f

où t qnxtpmyEF.at N ugn E卫 so

Done α 入β E MQ Q

13 o s A s Bd c o o AQQ'sB Qsc 0

a 9ostsurjeetif.foitx.cc
Q.IlexneZEC.int 么 tq α n

Puisquegestsurject.ilexstgeBt.g.glyl z

Done 9'1剂 9兴 二 异 二 α

b krlg In f1
Duisque gof o on a g'of o et doe Imf kercg7

Enreciproque.coit α yEkerg ou geB n fPsu

Alors on a o g a 7 呈E C Q
Done il exile me卫
ot.g.m.giyliodasC.Celeiupliqueglmyl

em.gly o doug myekerlg In f
Done ilexistexfAtq.my f x
Along on a f 前 器 器 兴二 αEI.nl f
Done on a Kerlg Imlf



C f est iyeetf
Soit αEkerlf Il exists X f A ne Dot9 α

Alon o f12 9芳 EA Q

Done
ilexitemEDof.q.mflxlo.Ilinphqneqemxela.rs

fl etdone mxo car fest injeetf

Done on a α 米 箭 O E A Q

4 On defnittnikerbnletBn i 7nlan
Alors

Gntincnncntestexaeteinpliqequeonaunesuiteexaetecouife.io

Zn ta Bn o

ou fu est l'inclusion
etgnestindutparan.IIlestexaetecar2ninduitw.io

morphsme

Cnlzn G long Imlonl Bni

Soit in Bn Zn d'inclusion Alon per la definition d'homologie on

obtt une suite exaete courte

o Bn Zn Hull 0

On peet faire le diagnaeuuesuiraut.quiestexaet.eu
tout terme

horizontal et vertical
I

oggin zn Hnlat

solfncatim.sc at

gut fm
v But

Zy
Hntlatso



0

Par 3 on pent Q et preserver l'exactitude

Bicaizuica H.ca a o

gui Lfn
Cnt Q Cn a

2 an

gn fni

o_o But Q nitu.ie
HntG Q o

t
0 0

Par dexaetitude.lesmorphismesfuifni.in ini
sont

injeetiesetlesmorphsmesgnetgnt.sontsurjeetives.tl

one on
obtientkerldnkkerlfui.in

gn kerlgil fn'ltu

alImldnin7nlf.ion'og'uti fn Imlin

Puisquefn'estngeetie

onaHnlCi㸑 if o 器 年
Hula

parlexatitudedelepttnerligne.lu
diagramue



Exercise4

Soit Znkerleftpartialnright et BnInleftpartialn1right Ilssont kespacesveetoriels
Alors.onohiieatdeuxsuitesexaet.es Courts comme dam Exercise 3 4

0rightarrowZnrightarrowCnBn1rightarrow0

et 0rightarrowBnrightarrowZnrightarrowHnleftCrightrightarrow0 o

impligu que

dimHnleftCrightdimkZndimBn 一

mpliqe qu

dimZndimBn1dmkCn
Done on obtent

sum_nleft1rightndimkHnleftCxrightsum_nleft1rightnleftdimnZndinkBnright
sum_nleft1rightnleftdinkZndinkBn1rightsum_nleft1rightndinkCn



Exercise 5
d Sort alphakerleftpartialnwedgeCnrightarrowCn1right on a

fnleftalpharightgnleftalpharightpartialn1Dcirchnleftalpharighthn1circpartialnCleftalpharight
partialn1DcirchnleftalpharightinImleftpartialn1Dright

Par consequent on obtent

HnleftfrightleftleftalpharightrightleftfnleftalpharightrightleftgnleftalpharightrightHnleftgrightleftleftalpharightright dans HnleftDright

et clone HnleftfrightHnleftgright
2 SileftCpartialright est ayetque on

obtien7 par 11

Hnleft2dcrightHnleft0right
Done or a IdHnleftCright0 et done HnleftCright0

En réciproque suppose que C Satsfait HnleftCright0forallninmathbbZ
Alors pour forallninmathbbZ on

obtientunesuiteexaetecourtedek.espaces

ueetoriels i

Pn0rightarrowImleftpartialn1rightinrightarrowCnrightarrowImleftpartialnrightrightarrow0

Puisque Cn estunk espe.ee veetoriel on a

Cucongmleftpartialn1rightoplusImleftpartialnright

Ce isomorphismen'est pas canonique Onenfix un pourchaque n

Soit qnCncongImleftlambdan1rightoplusImleftpartialnrightrightarrowImleftpartialn1right la projection

et jn 7uleft7nright Cn d'inclusion



oAlorson a PncircjnId7 uDnl

qncircin7dImleftxn1right
incircqnjncircpnIdCn

On defnit hnjn1cdotqnCnrightarrowInleftlambdan1rightrightarrowCn
On uénfx que partialn1circhnhn1circpartialnIdln
En fit en utilisent lambdanin1circpn on obtient

partialn1circhnincircn1circjn11circqnincircqn
hn1circlambdanjncircqn1circin1circpnjncircpn

Done découle de

per

par

HnleftCrightfrackerlefttaurightImleftmathbbZright
L

i
7

fractimes2fracmathbbZ4mathbbZfracnicefrac2mathbbZ4mathbbZ2mathbbZ4mathbbZ0
4 Suppose quilestacgclique.S.it hallahomotopieentreIdaet 0

On a

IdmathbbZ4mathbbZ2hnhn1circleft2xright2lefthnhn1right 卫 rightarrowmathbbZ4mathbbZ

Mais llimage de 2lefthnhn1right est contennda.us 2 L

landis
que dimage de Idnicefrac24p est egalà

mathbbZ42 Une contnaden
Done leftCpartialright n'est pas aegiloqee

15 Pusque An est de type fini id exite un mathbbZmodule Fn fuietb

aveeunesuj.eeton alphanFnrightarrowAn Soit KnkerleftFnright Along kn

est anssi un 卫 module fini et libre Done on obtientancou.ee



Fnmnknmn10
1n 9 lleftnrightm

mnotinleftn1nright
leftn1right leftnright

l n ldotsrightarrow0rightarrowKnrightarrowFnrightarrow0rightarrowldots
mn

An0mneqnAlors.CIn satsfait que HMleftCleftnrightrightcong

On definit CoplusnGammaleftnright Alors pour ahague minmathbbZ on a

CmoplusnGammaleftnrightmFmoplusKm1
est un angles_module libre et fini Et on a

HmleftCrightoplusnHmleftCleftnrightrightcongAm



Exercice 6

Soit sigmaDeltakrightarrowX une application cotinue

Puisqw
Deltak est connexe par are Inleftsigmaright est aussiconnexe parare

Done il exists ainpi0leftXright tg ImleftsigmarightsubseteqXa
Done on oblient

CkleftXMrightoplusCkleftXaMright
Et le morphine partialXCkleftXmurightrightarrowCkrightarrowleftXimuright est la sommedreete

de partialxaCkleftXamurightrightarrowChleftXamuright
Done on a

leftCleftXmurightpartialxrightcongoplusainpi0leftxrightleftCleftXamurightpartialXaright
comme
complexes.Par

consequent
on obtient

HkleftXMrightHkleftCleftXMrightpartialxright

oplusH0leftXrightHkleftCleftXcMrightpartialxaright
oplusainpi0leftxrightHkleftXamuright

D



Exercise7.1

Il ga une suite
exaete longue associéeà la paine leftXAright

Hn1leftirightrangleHnleftjright SnHnleftirightdeltan1 rightarrowHn1leftXAMrightrightarrowHnleftAMrightrightarrowHnleftXMrightrightarrowHnleftXAMrightrightarrowHn1leftAMrightrightarrowHn1leftXMrightrightarrowldots
Si HnleftXAMright0 pour tout n

alors deviant

ldotsrightarrow0fracdeltaHnleftAMrightrightarrowHnleftirightHnleftXMrightrightarrow0rightarrowldots
Done Hnleftiright est un Bomorphisme pour tout n

En réciproque suppose que Hnleftiright est un isomorphisme pour tout n

induite une suite exaete courte suitante

0 Colarltnli7an tnlj rightarrowHnleftXAMrightrightarrowImleftdeltanrightkerleftHn1leftirightrightrightarrow0
Puiqe Hnleftiright et Hn1leftiright sont isomorphisms CoterleftHnleftirightrightkerleftHn1leftirightright0
Doni on obtient une suite exaete courte

0rightarrow0rightarrowHnleftXAMrightrightarrow0rightarrow0
Cala iupl.ge que HnleftXAMright0

2 On a toujours la suite exaete longue

HnleftjrightrightarrowHnleftAMrightfracHnleftirightHnleftXMrightrightarrowHnleftXAMrightfracdeltaHn1leftAMrightrightarrowldots
Puisque t

backslash est contractible on a HnleftArightcong
mathbbZn0

0n0

Done pour ngeq2 on a HnleftAMrightHn1leftAMright0 et iupliqeqe

HnleftjrightHnleftXMrightrightarrowHnleftXAMright



est un Bomorphine

Pour n1 on a H1leftAMright0 et H0leftAMrightcongM et iupliqe que

H1leftiright H1leftjright

cdotrightarrow0rightarrowH1leftXMrightrightarrowH1leftXAMrightrightarrowdeltaH0leftAMrightfracH0leftirightrightarrowH0leftXMrightrightarrowldotsS11M
Pais
que H0leftirightH0leftAMrightcongMrightarrowH0leftXMrightcongoplusaMinPi0leftXright

est efive

I H0leftiright identfie McongH0leftAMright ave de futeurde H0leftXMrightcongoplusainT0leftXright
correspondent àlacowposaute connexe de X quicontent A

on a kerleftHoliright0 et done delta0 et

H1leftXAMrightcongH1leftXMright

aussiiupliqu que

H0leftiright H0leftAMrightrightarrowH0leftXMrightrightarrowH0leftXAMrightrightarrow0
Dom

H0leftXAMrightcongColarleftH0leftirightrightcongoplusGinpi0leftXrightleftGrightM
où Gtinpi0leftXright correspond àlaomposantconnexequi contentA

En résumé on a
Lambdageq

HnleftXAMrightcongHnleftXMrightCokerleftMrightarrowH0leftXMrightcongoplusMn0right



3 On considerelasuiteexaetelongueassoc.ee à la paine leftmathbbRmathbbQright et

ouobteut
H0leftirightH1leftmathbbRmathbbZrightrightarrowH1leftjrightrightarrowH1leftmathbbRmathbbQmathbbZrightrightarrowSH0leftmathbbQmathbbZrightH0leftmathbbRmathbbZright

on j est
l'inclusion de pairs leftmathbbRphirightGleftmathbbRmathbbQright

Pasque Rest
contractible H1leftmathbbRmathbbZright0 et on obtent

H0leftirightH1leftmathbbRmathbbQmathbbZrightcongkerleftdeltaH0leftmathbbQmathbbZrightrightarrowH0leftmathbbRmathbbZrightright
ou iQGmathbbR est l'inclusion

Parse qheQastdi.cats on a

H0leftmathbbQmathbbZrightcongoplusqinQmathbbZ
Le morphine H0leftiright est donne par

phioplusqinQmathbbZcdotleftqrightcongH0leftmathbbQmathbbZrightrightarrowH0leftmathbbRmathbbZrightcongmathbbZsum_qinQaqleftqrightsum_qinQaq
uae Somme fniepuisqeseuls un
nombre fini de ag sontnonnuts

Done H1leftmathbbRmathbbQmathbbZrightcongkerleftphiright est un 卫 module libre aven une
base difnie par

leftleftqrightleft0rightqinQleft0rightrightsubseteqoplusqinQmathbbZ



Exercise 8

门 0n vent que phi est bien define

Soit leftr1rightleftr1rightinpi1leftxxright colors ilexixanehomotpi H ent gamma1 et r2

Supposing Hleft01righttimesleft01rightrightarrowX

人Comme partialgammaxx0 gamma
represents unéléuent

d H1leftXZright

r1supset left01right22left00right1
sigma1alpha小9 Hleft0trightgamma1lefttright foralltinTv1

Hleft1trightKlefttright I

Hlefts0rightHleftsxrightxforallsinleft01right

11711
cotx0left10right

cstx
1sigma21
lleft11right0

gamma2

Soit Delta12 le triangle de somnets left00right left01right left10right dans left01righttimesleft01right

ordonne's cyeliquenent

Soit
Delta2 le triangle de omnets left01rightleft11rightleft10right dans T01timesT01

ordonnescgeligueneat

Alo.rs delta1HDelta12Delta12rightarrowX et sigma2HDelta22Delta12rightarrowX
ave les indices des sommets commes sur de graph

otimes

definissent deux élēmeats dans CleftxmathbbZright
On a

gammasigma1gamma1alphacstx

partialr2cstxalphar2
Done partialleftsigma1sigma2rightgamma1gamma2



En pamiculier on obtieut gamma1gamma2ImleftgammaC2leftXiIrightrightarrowC1leftXiIrightright
Dont leftgamma1rightleftgamma1rightleftgamma1gamma1right0inH1leftXIright

2 On rērifie que leftgamma1gamma1rightleftgamma1rightleftgamma1right
Soit sigmaDelta2rightarrowX dfinit par

wedge

gamma1

cotx
gamma1

gamma1Delta2hat rightharpoondown

gamma2rceil

3
X xwedge r2gamma1

Alon partialsigmar1r2r1r1

Done leftgamma1rightleftgamma1rightleftgamma1gamma1right0inH1leftXimathbbZright comme gamma1gamma2gamma1gamma2inImleftpartialright

Pusque H1leftXIright et abelien forallalphabetainpi1leftXxright on a

phileftleftalphabetarightrightphileftalphabetabetaalpharightphileftalpharightphileftbetarightphileftbetarightphileftalpharight0
Done phi se factorise par pi1leftxxrightleftpi1leftxxrightpi1leftxxrightrightpi1leftxxrightab et iheluit

Le diagram Suivant commutephiabpi1leftxxrightabrightarrowH1leftXmathbbZright
phi

pi1leftxxrightrightarrowH1leftxmathbbZright
2

phiabpi1leftxxrightab



3 Pour mont que 4 induit an morphisme sur H1leftxmathbbZright il faut vehe que

psileftgammasigmaright1inpi1leftXxrightab pour tout sigmainC2leftXmathbbZright
a Soit partialsigmagamma1gamma2gamma3 gamma1left0righta 1gamma2left0rightb 1gamma3left0rightcgammaa nu1

gammab b Abrs psileftpartialsigmarightpsileftgamma1rightpsileftgamma2rightpsileftgammabright
supset sigmax

Lgamma3 gamma1 gammaagamma1gammab1cdotgammabgamma2gamma11cdotleftgammaagamma3gammac1right1

gammaagamma1leftgammab1cdotgammabrightgamma2leftgamma11cdotgamma1rightgammab1gammaa1
gammaaleftgamma1gamma2rightgammab1gammaa1

gamma1gamma2 esthom.topie an
gamma3 on a

psileftlambdasigmarightgammaagammaa11

gammac
C

Rank Pour psiC1leftXZrightrightarrowpi1leftXXrightab entre

bien dēfiui il estimportantPuisquedemeffre ah Sur pi1leftxxright
sour garantir

psileftgamma1gamma2rightpsileftgamma1rightpsileftgamma1right
On uerifie que psiest

l'inverse de phiab
ab forallleftgammarightinpi1leftxxrightpsicircphiableftgammarightgammaxgammagammax1gammainpi1leftxxrightab

forallalphainH1leftXZright On suppose que
alpha est représentépar sum_i1ngammaiinkerleftpartialright

Alois gammaleftsum_i1ngammairightsum_i1ngammaileft0rightsum_i1ngammaileft1right0inC0leftXmathbbZright
Done on peat suppose qe gammaileft1rightgammaitleft0right pour 1leqileqn ave gamman1gamma1

a7gamma1 Soit gammaileft0rightai
a1

nugamma2 Alois psileftalpharightsum_i1npsileftgammairightleftgammaa1gamma1gammaa11rightcdotleftgammaa2gamma2gammaa31rightldots1 gammaa1gammaG1
t x

gammanan leftgammaangammangammaa11rightgammaa1gamma1ldotsgammangammaa11inpi1leftxxrightabgammaan
ˋ

i



Soit gammagamma1ldotsgamman On a psileftalpharightgammaa1gammapartiala11inpi1leftxxrightab
On monte

que leftgammaa1gammagammaatrightleftgammaright dans H1leftXmathbbZright partialgamma0gammagammaa1gammagammaa1
partiala1partiala1 2

21sgammaa1iddotsgammaa1 iddots

sigma1 1
ldots wedgegammagammaa1gammagammaa11wedgeldotsxgamma rightharpoondown wedgegammar

gammagamma sigma2
spddot

0gammah1 7gammaaitherefore

0

Cela iupliqequele
morphisms pi1leftXXrightrightarrowH1leftXirightrangle
ne depend pas de le
choix de x i.e

pi1leftxxright

1
gammaa1 gammaa1

Car partialr1gammaa1gammagammaa11gammaa1gamma
partialsigma2gammaa1gammagamma1

H1leftXPright
7pi1leftXXrighton apartialleftsigma1sigma2rightgammaa1gammagammaa11gamma

Dom leftgammaa1gammagammaa11rightleftgammaright0inH1leftXmathbbZright
On obtient phiabcircpsileftalpharightleftgammarightinH1leftXQright
Soit widetildegammawidetildegammatau01rightarrowX tg widetildegammaleft1rightwidetildehatgammaleft0right

mduit pas
un are xsim

1
overlinedelta

On considère sigma hatgamma1
7ddots 2

supsetwidetildewidetildegamma
0

hatgamma

On a partialsigmahatgammawidetildegammasptildehatgammacdothatwidetildegammainImleftpartialGleftXmathbbZrightrightarrowC1leftXmathbbZrightright
Done or a gamma1gamma1gamma1gamma2inImleftpartialright

gamma1cdotgamma2gamma3leftgamma1cdotgamma2rightcdotgamma3inIuleftgammaright



b

gamma1ldotsgamman1gammanleftgamma1ldotsgamman1rightcdotgammanZmleftthetaright
Ensommanttoulesleseguationsci dess.es on oltent

gamma1ldotsgammanleftgamma1ldotsgammanrightinexistsmleft0right
Doni on a

leftgammarightleftgamma1ldotsgammanrightleftgamma1ldotsgammanrightinH1leftXmathbbZright
et

phiabcircpsileftalpharightleftgammarightleftgamma1ldotsgammanrightalphainH1leftXmathbbZright
冂

Ruk Dans on utilise implicitenent de feit que

leftgamma1cdotgamma2rightcdotgamma3gamma1cdotgamma2cdotgamma3inImleftpartialright
leftgamma1cdotgamma2cdotgamma3rightcdotgamma4gamma1cdotgamma2cdotgamma3cdotgamma4inImleftpartialright
vdots

Apiroti leftgamma1cdotgamma2rightcdotgamma3 et gamma1gamma2cdotgamma3 ne son pas le memeare

a4a4 a1 gamma2gamma1 gamma3a1 gamma3gamma2gamma1

Man pour gammagamma1left01rightrightarrowX qui sont homotopes
relative

wentèleursextrémitéson a gammagammainImleftgammaright en atllisaut

cotgammaleft1rightgammaleft1right homotpie ent r et
gamma

atgammaleftcrightgammaleftxright
negr

gamma


